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統計学的な検定 そして，その非対称性

1. 統計学的な検定

そして，その非対称性

ここでは 尤度比検定 を紹介
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統計学的な検定 そして，その非対称性

モデル選択と検定の手順は途中まで同じ

統計モデルの検定 AIC によるモデル選択

解析対象のデータを確定
⇓

データを説明できるような統計モデルを設計

(帰無仮説・対立仮説) (単純モデル・複雑モデル)⇓
ネストした統計モデルたちのパラメーターの

さいゆう

最尤 推定計算
⇓ ⇓

帰無仮説棄却の危険率を評価 モデル選択規準 AIC の評価
⇓ ⇓

帰無仮説棄却の可否を判断 予測の良いモデルを選ぶ
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統計学的な検定 そして，その非対称性

モデル選択 と統計学的検定 は

その目的がぜんぜんちがう
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統計学的な検定 そして，その非対称性

目的?

モデル選択: よい予測をするモデルの
探索

統計学的検定: 帰無仮説の排除
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統計学的な検定 そして，その非対称性

  

統計学的な検定 (Neyman-Pearson framework)

Null
hypothesis

帰無仮説

Alternative
hypothesis

対立仮説

VSglm(y ~ 1)
is better!

glm(y ~ x)
is better!

非対称性 asymmetricity? 

重要！これを
主張したい！

statistical
test

どうでもいい
… 興味ない…
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統計学的な検定 そして，その非対称性

  

統計学的な検定 (Neyman-Pearson framework)

Null
hypothesis

帰無仮説

Alternative
hypothesis

対立仮説

VSglm(y ~ 1)
is better!

glm(y ~ x)
is better!

reject 棄却 support 支持

test!

(if ...)

statistical
test

非対称性 asymmetricity? 
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統計学的な検定 そして，その非対称性

  

Null
hypothesis

帰無仮説

Alternative
hypothesis

対立仮説

VSglm(y ~ 1)
is better!

glm(y ~ x)
is better!

 NOT reject

test!

(if ...)
Say 
Nothing!?

統計学的な検定 (Neyman-Pearson framework)
statistical
test

非対称性 asymmetricity? 
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統計学的な検定 そして，その非対称性

また同じ例題

個体 i 種子数 yi

体サイズ xi
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2

4
6

8
10

12
14

body size xi

D: deviance

se
ed

n
u
m
b
er

y i

constant λ
D1 = 475.3
帰無仮説

x model
D2 = 470.8

(施肥処理は無視!)
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統計学的な検定 そして，その非対称性

検定統計量 ∆D1,2

difference in deviance ∆D1,2 = D1 −D2 = 4.51 ≈ 4.5

likelihood ratio? — log
L∗
1

L∗
2
= logL∗

1 − logL∗
2

model k logL∗ Deviance

−2 logL∗

constant λ 1 -237.6 D1 = 475.3 帰無仮説

x 2 -235.4 D2 = 470.8 対立仮説

検定の非対称性: 帰無仮説はゴミあつかい
……にもかかわらず，帰無仮説だけをしつこく調べる
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統計学的な検定 そして，その非対称性

帰無仮説のつくりかた

対立仮説の中に帰無仮説がある
(ネストした関係)

• カウントデータ {yi} は平均である λi のポアソン分布に従う

• 対立仮説の一例: log λi = β1 + β2xi

• ネストした 帰無仮説: log λi = β1 (切片だけのモデル)

ibaraki2016d (http://goo.gl/aFLLHZ) 茨城大集中講義 2016 (d) 2016–10–06 12 / 66

http://goo.gl/aFLLHZ


統計学的な検定 そして，その非対称性

検定の目的: 帰無仮説 の棄却

観察された逸脱度差 ∆D1,2 = 4.5 は……

↓帰無仮説は
「めったにない差」
(帰無仮説を棄却)

「よくある差」
(棄却できない)

真のモデルである 第一種の過誤 (問題なし)

真のモデルではない (問題なし) 第二種の過誤

↓ is ...
significant

(Reject )

not significant

(Not reject )

TRUE Type I error (no problem)

NOT true (no problem) Type II error

検定の非対称性: 第一種の過誤だけに注目
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統計学的な検定 そして，その非対称性

∆D1,2 の分布を生成: ブートストラップ尤度比検定

帰無仮説 が真のモデルであるとしよう!

7 8 9 10 12 7 8 9 10 12 7 8 9 10 12

· · ·

∆D1,2 ∆D1,2 ∆D1,2 · · ·
帰無仮説が真の統計モデル
ということにしてしまう
(β̂1 = 2.06 のポアソン分布)

x
7 8 9 10 12

帰無仮説のモデルから新しい
データをたくさん生成する

あてはまりの良さ評価用のデータ（多数）

評価用データに constant λと x model
をあてはめて逸脱度差 ∆D1,2 の分布を予測
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統計学的な検定 そして，その非対称性

ブートストラップ法って何?

コンピューターに大量の乱数を発生させる

チカラまかせの方法
• 計算機に莫大な数の乱数を発生させる→パターン生成

• (例 1): 確率分布の乱数の和 → 正規分布?

• (例 2): この回の例題の ∆D1,2 の確率分布
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統計学的な検定 そして，その非対称性

How to generate ∆D1,2 under is TRUE?

> d$y.rnd <- rpois(100, lambda = mean(d$y))

> fit1 <- glm(y.rnd ~ 1, data = d, family = poisson)

> fit2 <- glm(y.rnd ~ x, data = d, family = poisson)

> fit1$deviance - fit2$deviance

• rpois() によるポアソン乱数の生成 (架空データ)

• 架空データを使って glm() あてはめ
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統計学的な検定 そして，その非対称性

パラメトリック・ブートストラップの結果

0 5 10 15

0
50
0

15
00

25
00

35
00 この例題における ∆D1,2 の分布

反復数 10000 回
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統計学的な検定 そして，その非対称性

あらかじめ棄却域を決めておく

たとえば 5% とか? — (注) “5%” には 何の意味も正当化もない

…… てきとーに決めただけ ……

0 5 10 15

0
50
0

15
00

25
00

35
00

3.81 < ∆D1,2 となっている領域

→ significant (5%)

NOT
significant ←

帰無仮説 を棄却できる
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統計学的な検定 そして，その非対称性

A random ∆D1,2 generator in R

get.dd <- function(d) # データの生成と逸脱度差の評価
{

n.sample <- nrow(d) # データ数
y.mean <- mean(d$y) # 標本平均
d$y.rnd <- rpois(n.sample, lambda = y.mean)

fit1 <- glm(y.rnd ~ 1, data = d, family = poisson)

fit2 <- glm(y.rnd ~ x, data = d, family = poisson)

fit1$deviance - fit2$deviance # 逸脱度の差を返す
}

pb <- function(d, n.bootstrap)

{

replicate(n.bootstrap, get.dd(d))

}
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統計学的な検定 そして，その非対称性

Generated distribution of ∆D1,2 = D1 −D2

0 5 10 15

0
50
0

15
00

25
00

35
00

constant λと x modelの逸脱度の差 ∆D1,2

観察された逸脱度差

← ∆D1,2 = 4.5

∆D1,2 は棄却域 (95%) 内にあった

帰無仮説 を棄却できる

(R code is in the next page)
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統計学的な検定 そして，その非対称性

Probability{∆D1,2 ≥ 4.5} = 332
10000 = 0.0332

> source("pb.R") # reading "pb.R" text file

> dd12 <- pb(d, n.bootstrap = 10000)

> hist(dd12, 100) # to plot histogram

> abline(v = 4.5, lty = 2)

> sum(dd12 >= 4.5)

[1] 332

so-called “P -value” is 0.0332.
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統計学的な検定 そして，その非対称性

この例題では 帰無仮説 は棄却された

So we can state that 対立仮説 can be accepted.

x model is better than constant λ.

個体 i 種子数 yi

体サイズ xi
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body size xi

D: deviance

se
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n
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b
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y i
constant λ
D1 = 475.3
帰無仮説

x model
D2 = 470.8
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統計学的な検定 そして，その非対称性

In case that P > 0.05 ...?

何も結論できない ……

λ 一定のモデルが良いとは言えない

検定の非対称性: 帰無仮説 はけっして受容されない
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統計学的な検定 そして，その非対称性

「検定」問題あれこれ

• 統計学的な検定はうまいアイデアだが，誤用も
多い

• 帰無仮説は何があっても受容されない

• p = 0.01 は p = 0.0001 より「えらい」わけでは
ない

• 統計モデルをまちがえると p 値の分布がゆがむ

• 無意味な p < 0.05 にこだわるあまり p hacking と
いう詐術が発達 — p = 0.04 ぐらい，という論文
がやたらと多い
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統計学的な検定 そして，その非対称性

2. 統計学的な検定

そして，その非対称性

ここでは 尤度比検定 を紹介
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統計学的な検定 そして，その非対称性

今日の内容と「統計モデリング入門」との対応

今日はおもに「第 6 章 GLMの応用

範囲をひろげる」の内容を説明し

ます．

• 著者: 久保拓弥

• 出版社: 岩波書店

• 2012–05–18 刊行

http://goo.gl/Ufq2
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統計学的な検定 そして，その非対称性

この授業であつかう統計モデルたち

階層ベイズモデル

一般化線形混合モデル

一般化線形モデル

線形モデル

線形モデルの発展

最小二乗法

最尤推定法

MCMC

推定計算方法

正規分布以外の

確率分布をあつ

かいたい

個体差・場所差

といった変量効果

をあつかいたい

もっと自由な

統計モデリン

グを!

(GLM)

(GLMM)

(HBM)

データの特徴にあわせて線形モデルを改良・発展させる
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統計学的な検定 そして，その非対称性

一般化線形モデルって何だろう?

一般化線形モデル (GLM)
•ポアソン回帰 (Poisson regression)

•ロジスティック回帰 (logistic

regression)

•直線回帰 (linear regression)

•……
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統計学的な検定 そして，その非対称性

一般化線形モデルを作る

一般化線形モデル (GLM)

• 確率分布は?

• 線形予測子は?

• リンク関数は?
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統計学的な検定 そして，その非対称性

GLM のひとつであるポアソン回帰モデルを指定する

0.5 1.0 1.5 2.0

-2
0

2
4

6

ポアソン回帰のモデル
• 確率分布: ポアソン分布

• 線形予測子: e.g., β1 + β2xi

• リンク関数: 対数リンク関数
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統計学的な検定 そして，その非対称性

GLM のひとつである logistic 回帰モデルを指定する
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種
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数

y
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植物の体サイズ xi

ロジスティック回帰のモデル
• 確率分布: 二項分布

• 線形予測子: e.g., β1 + β2xi

• リンク関数: logit リンク関数
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“N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ 上限のあるカウントデータ

3. “N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ

上限のあるカウントデータ

yi ∈ {0, 1, 2, · · · , 8}
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“N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ 上限のあるカウントデータ

またいつもの例題? …… ちょっとちがう

8 個の種子のうち y 個が 発芽可能 だった! …… というデータ

個体 i

肥料 fi
C: 肥料なし
T: 肥料あり

体サイズ xi

生存種子数 yi = 3

観察種子数 Ni = 8

生存種子 (alive) は ●
死亡種子 (dead) は ○
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“N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ 上限のあるカウントデータ

データファイルを読みこむ

data4a.csv は CSV (comma separated value) format file なので，R で

読みこむには以下のようにする:

> d <- read.csv("data4a.csv")

or

> d <- read.csv(

+ "http://hosho.ees.hokudai.ac.jp/~kubo/stat/2015/Fig/binomial/data4a.csv")

データは d と名付けられた data frame (「表」みたいな
もの) に格納される
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“N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ 上限のあるカウントデータ

data frame d を調べる

> summary(d)

N y x f

Min. :8 Min. :0.00 Min. : 7.660 C:50

1st Qu.:8 1st Qu.:3.00 1st Qu.: 9.338 T:50

Median :8 Median :6.00 Median : 9.965

Mean :8 Mean :5.08 Mean : 9.967

3rd Qu.:8 3rd Qu.:8.00 3rd Qu.:10.770

Max. :8 Max. :8.00 Max. :12.440
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“N 個のうち k 個が生きてる” タイプのデータ 上限のあるカウントデータ

まずはデータを図にしてみる

> plot(d$x, d$y, pch = c(21, 19)[d$f])

> legend("topleft", legend = c("C", "T"), pch = c(21, 19))
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今回は施肥処理 がきいている?
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

4. ロジスティック回帰の部品

二項分布 binomial distribution と logit link function
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

二項分布: N 回のうち y 回，となる確率

p(y | N, q) =

(
N

y

)
qy(1− q)N−y

(
N
y

)
は「N 個の観察種子の中から y 個の生存種子を選びだす場合の数」

0 2 4 6 8

0
.0

0
.1

0
.2

0
.3

0
.4

yi

確率 p(yi | 8, q)

q = 0.1

q = 0.3
q = 0.8
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

ロジスティック曲線とはこういうもの

ロジスティック関数の関数形 (zi: 線形予測子，e.g. zi = β1 + β2xi)

qi = logistic(zi) =
1

1 + exp(−zi)

> logistic <- function(z) 1 / (1 + exp(-z)) # 関数の定義
> z <- seq(-6, 6, 0.1)

> plot(z, logistic(z), type = "l")

-6 -4 -2 0 2 4 6

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

線形予測子 z

確
率

q

q = 1
1+exp(−z)

ibaraki2016d (http://goo.gl/aFLLHZ) 茨城大集中講義 2016 (d) 2016–10–06 39 / 66

http://goo.gl/aFLLHZ


ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

パラメーターが変化すると……

黒い曲線は {β1, β2} = {0, 2}．(A) β2 = 2 と固定して β1 を変化させた場合．
(B) β1 = 0 と固定して β2 を変化させた場合．
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(A) β2 = 2 のとき (B) β1 = 0 のとき
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β2 = 2 β2 = −1

確
率

q

パラメーター {β1, β2} や説明変数 x がどんな値をとっても確率 q は 0 ≤ q ≤ 1

となる便利な関数
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

logit link function

◦ logistic 関数

q =
1

1 + exp(−(β1 + β2x))
= logistic(β1 + β2x)

◦ logit 変換

logit(q) = log
q

1− q
= β1 + β2x

logit は logistic の逆関数，logistic は logit の逆関数

logit is the inverse function of logistic function, vice versa
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

R でロジスティック回帰 — β1 と β2 の最尤推定
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(A) 例題データの一部（fi =C） (B) 推定されるモデル

y

x x

> glm(cbind(y, N - y) ~ x + f, data = d, family = binomial)

...

Coefficients:

(Intercept) x fT

-19.536 1.952 2.022
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ロジスティック回帰の部品 二項分布 binomial distribution と logit link function

統計モデルの予測: 施肥処理によって応答が違う
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ちょっとだけ交互作用項 について 線形予測子の中の複雑な項

5. ちょっとだけ交互作用項 について

線形予測子の中の複雑な項

ロジスティック回帰を例に
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ちょっとだけ交互作用項 について 線形予測子の中の複雑な項

交互作用項とは何か?

logit(q) = log
q

1− q
= β1 + β2x+ β3f + β4xf

... in case that β4 < 0, sometimes it predicts ...

8 9 10 11 12

0
2

4
6

8

植物の体サイズ x

生
存
種
子
数

y

CT

ibaraki2016d (http://goo.gl/aFLLHZ) 茨城大集中講義 2016 (d) 2016–10–06 45 / 66

http://goo.gl/aFLLHZ


ちょっとだけ交互作用項 について 線形予測子の中の複雑な項

この例題データの場合，交互作用はない

^^I glm(y ~ x + f, ...) glm(y ~ x + f + x:f, ...)
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(A) 交互作用のないモデル (B) 交互作用のあるモデル

植物の体サイズ x 植物の体サイズ x

生
存
種
子
数

y

CT CT

差がほとんどない
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

6. 何でも「割算」するな!

「脱」割算の offset 項わざ

ポアソン回帰を強めてみる
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

割算値ひねくるデータ解析はなぜよくないのか?

• 観測値 / 観測値 がどんな確率分布にしたがうのか見とおしが悪く，

さらに説明要因との対応づけが難しくなる

• 情報が失われる: 「10 打数 3 安打」 と「200 打数 60 安打」， 「ど

ちらも 3 割バッター」と言ってよいのか?

• 割算値を使わないほうが見とおしのよい， 合理的なデータ解析がで

きる (今回の授業の主題)

• したがって割算値を使ったデータ解析は不利な点ばかり， そんなこ

とをする必要性はどこにもない
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

避けられるわりざん

• 避けられる割算値

◦ 確率

例: N 個のうち k 個にある事象が発生する確率

対策: ロジスティック回帰など二項分布モデルで

◦ 密度などの指数

例: 人口密度，specific leaf area (SLA) など

対策: offset 項わざ — このあと解説!
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

避けにくいわりざん

• 避けにくい割算値

◦ 測定機器が内部で割算した値を出力する場合

◦ 割算値で作図せざるをえない場合があるかも
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

offset 項の例題: 調査区画内の個体密度

• 何か架空の植物個体の密度が「明るさ」 x に応じて どう変わるかを

知りたい

• 明るさ は {0.1, 0.2, · · · , 1.0} の 10 段階で観測した

これだけなら単純に glm(..., family = poisson) とす

ればよいのだが ……
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

「場所によって調査区の面積を変えました」?!

• 明るさ x と面積 A を同時に考慮する必要あり

• ただし「密度 = 個体数 / 面積」といった割算値解析はやらない!

• glm()の offset 項わざでうまく対処できる

• ともあれその前に観測データを図にしてみる
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

Rの data.frame: 面積 Area, 明るさ x, 個体数 y

> load("d2.RData")

> head(d, 8) # 先頭 8 行の表示
Area x y

1 0.017249 0.5 0

2 1.217732 0.3 1

3 0.208422 0.4 0

4 2.256265 0.1 0

5 0.794061 0.7 1

6 0.396763 0.1 1

7 1.428059 0.6 1

8 0.791420 0.3 1
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

明るさ vs 割算値図の図

> plot(d$x, d$y / d$Area)
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いまいちよくわからない ……
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

面積 A vs 個体数 y の図

> plot(d$Area, d$y)
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面積 A とともに区画内の個体数 y が増大するようだ
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

明るさ x の情報 (マルの大きさ) も図に追加

> plot(d$Area, d$y, cex = d$x * 2)
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同じ面積でも明るいほど個体数が多い?

ibaraki2016d (http://goo.gl/aFLLHZ) 茨城大集中講義 2016 (d) 2016–10–06 56 / 66

http://goo.gl/aFLLHZ


何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

密度が明るさ x に依存する統計モデル

• 区画内の個体数 y の平均は面積 × 密度

• 密度は明るさ x で変化する
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

「平均個体数 = 面積 × 密度」モデル

1. ある区画 i の応答変数 yi は平均 λi のポアソン分

布にしたがうと仮定:

yi ∼ Pois(λi)

2. 平均値 λi は面積 Ai に比例し， 密度は明るさ xi

に依存する

λi = Ai exp(β1 + β2xi)

つまり λi = exp(β1 + β2xi + log(Ai)) となるので
log(λi) = β1 + β2xi + log(Ai) 線形予測子は右辺のようになる

このとき log(Ai) を offset 項とよぶ (係数 β がない)
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

この問題は GLM であつかえる!

• family: poisson, ポアソン分布

• link 関数: "log"

• モデル式 : y ~ x

• offset 項の指定 : log(Area)

◦ 線形予測子 z = β1 + β2 x+ log(Area)

a, b は推定すべきパラメーター

◦ 応答変数の平均値を λ とすると log(λ) = z

つまり λ = exp(z) = exp(β1 + β2 x+ log(Area))

◦ 応答変数 は平均 λ のポアソン分布に従う:
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

glm() 関数の指定
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

Rの glm()関数による推定結果

> fit <- glm(y ~ x, family = poisson(link = "log"), data = d,

offset = log(Area))

> print(summary(fit))

Call:

glm(formula = y ~ x, family = poisson(link = "log"), data = d,

offset = log(Area))

(...略...)

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 0.321 0.160 2.01 0.044

x 1.090 0.227 4.80 1.6e-06
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

推定結果にもとづく予測を図にしてみる
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x = 0.9

light environment

x = 0.1

dark environment

• 実線は glm()の推定結果にもとづく予測

• 破線はデータ生成時に指定した関係
ibaraki2016d (http://goo.gl/aFLLHZ) 茨城大集中講義 2016 (d) 2016–10–06 62 / 66

http://goo.gl/aFLLHZ


何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

まとめ: glm()の offset 項わざで「脱」割算

• 平均値が面積などに比例する場合は， この面

積などを offset 項 として指定する

• 平均 = 面積 × 密度，というモデルの密度 を
exp(線形予測子) として定式化する
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

統計モデルを工夫してわりざんやめよう

• 避けられる割算値

◦ 確率

例: N 個のうち k 個にある事象が発生する確率

対策: ロジスティック回帰など二項分布モデルで

◦ 密度などの指数

例: 人口密度，specific leaf area (SLA) など

対策: offset 項わざ — 統計モデリングの工夫!
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

ポアソン分布 GLM と二項分布 GLM のつながり

ポアソン分布の GLM (A 種)ポアソン分布の GLM (B 種)

二項分布の GLM
(A 種+ B 種)
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三項分布・多項分布で威力を発揮!
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何でも「割算」するな! 「脱」割算の offset 項わざ

次回予告 The next topic
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種子数分布

N 個のうち y 個

…という形式のデータ

なのに

二項分布ではまったく

説明できない?

階層ベイズモデル
Hierarchical Bayesian Model (HBM)
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