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9.1 Introduction 

Mark-recapture法とは、捕獲と放逐を繰りかえすことによって個体数を推定する方法。 

cf. Seber(1982), Williams et al. (2002) 

☆Mark-recaptureには、欠損値（Missing data）が存在する！ 

一回目のサンプリング       二回目のサンプリング      、、、、、、 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

☆この本では、最尤推定法に対応したベイズ的方法を示すということではなく、階層モデルとベイ

ズ推定を使用することによる possibilities(展望?)を重要視する。 

☆この章では、(1)8.1で議論された Complete Data Likelihood （CDL）の便利さを強調する。(2)デ

ータ拡大法(data augmentation method)と複数モデル推定のための階層モデリングの構築方法を

提示する。 

 

9.2 Mark-Recapture Models and Missing Data 

個体番号 i  \サンプリング j回目 1 2 3 4 5 

1 1 0 0 1 0 

2 0 0 1 0 0 

3 0 0 1 0 1 

4 0 0 0 0 1 

5 0 0 0 0 1 

6 0 0 0 0 0 

7 0 0 0 0 0 

8 0 0 0 0 0 

9 0 0 0 0 0 

10 0 0 0 0 0 

.      
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9.2.1Completing the Data 

Complete Data Likelihood (CDL) で推定作業を行うのがいい。 

 

Complete Data ：{X
obs

, X
miss

, I} 

 

I: N-dimension inclusion vector, I= (1,1,1,1,1,0,0,0,0,0, , , ) 

 

                                 u次元  N-u次元 

 

CDL のパラメータとは I の次元数 N と、X
obs

, X
miss である。N の条件付き確率として、I(そして

X
miss

,)をまるで観察したかのように扱うことができる。一度、N と uが特定されれば、Iや X
missに特に

情報は含まれていない。 

 

したがって、CDLは、 

[𝑋𝑜𝑏𝑠, 𝑋𝑚𝑖𝑠𝑠 , 𝐼|𝜃, 𝑁] ∝ [𝑋𝑜𝑏𝑠, 𝑢. |𝜃, 𝑁] 

                                                                                    = [𝑋𝑜𝑏𝑠|𝑢. , 𝜃𝑜𝑏𝑠][𝑢. |𝜃, 𝑁]  （9.1） 

となる。 

ここではθはパラメータの行列のことを指し、X
obsについてはθobs、X

missについてはθmissに分けら

れる。 

本来ならば CDLから Observed Data Likelihood (ODL)に行く際に、missing dataを積分する必

要がある（8.1）。しかし N依存的に X
missは一定次元数のゼロマトリックスになるので、尤度から除

外される。したがって ODLも（9.1）式の右辺に比例する。 

(9.1)にある式は一般的であり、実際にはθに制約をかけてモデルを特定する必要がある。 

モデルは、[𝑋𝑜𝑏𝑠|𝑢,   θ𝑜𝑏𝑠]や[𝑢. |  θ , 𝑁]の項を特定し、かつθに制約をかけることで構築される。 

閉鎖系では、移出入はゼロである。パラメータはθ={pobs, pmis}であらわされ、p とは捕獲率のこと
である。 

CDLの簡易式は、 

[𝑋|𝑁, 𝑝𝑜𝑏𝑠, 𝜌𝑚𝑖𝑠] ∝ (
𝑁
𝑢.

) ∏ ∏ 𝑝
𝑖𝑗

𝑥𝑖𝑗(1 − 𝜌𝑖𝑗)(1−𝑥𝑖𝑗)𝑘
𝑗=1

𝑁
𝑖=1          (9.2) 

N:推定したいもの。 

p: nuisance parameters（直接の興味にはないが推論で必要なパラメータ）。 

xij: {1(捕まっていた), 0(捕まっていない)} 

 

Mark-recaptureモデルは２つのモデルに大別される。 

１． Time and behavior model 

個体は共通のパラメータを持ついくつかのグループに明確に分けられる（捕獲された、されな

いに関わらず）。パラメータは、いつのサンプリング期だったのか、捕獲履歴、観察された共変

量（etc.年齢や性別）に依存する。 

 

２． Heterogeneity model 

パラメータは個体によって全て異なると考えるものの、捕獲率を同じとしたメンバーからなるグ

ループで明確に区分すべきか、捕獲率を何らかの共変量の関数として表すべきか、情報が十

分でない。捕獲しやすいグループとしにくいグループに分けて考える。 
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9.3 Time and Behavior Model 

このモデルでは、観察された個体も、観察されなかった個体も、パラメータは共通。 

つまり、𝜌𝑚𝑖𝑠𝑠と𝜌𝑜𝑏𝑠は同じ。 

ただし、𝜌𝑜𝑏𝑠は、サンプリング期（time）や、捕獲履歴（behavior）によって異なるかもしれない。 

 

 

閉鎖系Mark-recaptureモデルにおける4つの標準モデル 

 M0：捕獲率は一定（サンプリング時期や、過去の捕獲履歴に関わらない）。 

 Mt：捕獲率は、サンプリング時期によって異なる。 

 Mb：捕獲率は、過去の捕獲履歴によって異なる。 

 Mt,b：捕獲率は、サンプリング時期や過去の捕獲履歴によって異なる。 

 

 

Mb（捕獲率は過去の捕獲履歴によって異なる）モデルの場合： 
 

個体番号 i  \サンプリング j回目 1 2 3 4 5 

2 0 0 1 0 0 

 

捕獲率 

 

個体番号 i  \サンプリング j回目 1 2 3 4 5 

5 0 0 0 0 1 

 

捕獲率 

 

捕獲率 p >捕獲率 c: trap shy 

捕獲率 p <捕獲率 c: trap happy 

 

上のように、i番の個体が初めて捕獲されたサンプリング期を i番目の要素とするベクトル yを設定

すると、 

[𝑋𝑜𝑏𝑠|𝑢. , 𝜌𝑜𝑏𝑠] = [𝑋𝑜𝑏𝑠|𝑦, 𝑢. , 𝑐][𝑦|𝑢. , 𝜌]. 
 

9.3.1 Gibbs Sampler for Model Mt 

Mt(捕獲率はサンプリング期によって異なる)モデルを使って、どのように Gibbs サンプリングするか

考えてみる。 

[𝑋|𝑁, 𝜃] ∝ (
𝑁
𝑢.

) ∏ 𝑝
𝑗

𝑛𝑗𝑘
𝑗=1 (1 − 𝑝𝑗)

𝑁−𝑛𝑗
(9.3) 

θ=(p1, p２, p３, p４,,,,pk) 

njが j回目に捕獲された動物数。 

 

pjの事前分布で便利なのは、（ ）のベータ分布である。Nの事前分布が pに依存しないなら

ば、フル条件付き分布を導く（他の全てのパラメータの条件下での分布）。 

[ρ𝑗|. ] ∝ 𝜌
𝑗

𝑛𝑗+∝𝜌−1
(1 − 𝜌𝑗 )

𝑁−𝑛𝑗+𝛽𝜌−1
  これはβ分布。 

 Nの事前分布は、（α𝑁 , β𝑁）負の二項分布が一般的である。そもそもは平均が（α𝑁 , β𝑁））のガン

マ分布から生成されたもののポアッソン分布であるべきだが、ポアッソン分布だと、平均と分散が

等しいという厳しすぎる制約がかかるため、負の二項分布にした。 

 

p 

p p p p 

p c c p 

p 
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  N のフル条件付き分布を導き出すために、9.3式から始めて、それを事前分布と掛け合わせる。 

 

[𝑁|. ] ∝ [𝑋|𝑁, 𝜃][𝑁|𝛼, 𝛽] 

          ∝ ((
𝑁
𝑢.

) ∏ 𝑝
𝑗

𝑛𝑗(1 − 𝑝)𝑁−𝑛𝑗

𝑘

𝑗=1

) ×
Γ(𝑁 + 𝛼)

Γ(𝑁 + 1)Γ(𝛼)
(

𝛽

1 + 𝛽
*

∝

(
1

1 + 𝛽
*

𝑁

 

 

ここで、N=u.+Uと置き換える。Uは非マーク個体の総数。変数変換の定理(2.2.4)によって、そし

て Uを含まない項を無視することで、[𝑈|. ]のフル条件付き分布を得る。 

[𝑈|. ] ∝
Γ(𝑢.+𝑈+𝛼)

Γ(𝑈+1)
(

∏ (1−𝑝𝑗)𝑘
𝑗=1

1+𝛽
*

𝑈

（9.4） 

 

 

もう少し努力すると、（9.4）が Uの(a,b)の負の二項分布の核心部になっていることが分かる。 

a = u. +α𝑁 

b =
1 + β𝑁 − ∏ (1 − 𝑝𝑗)𝑘

𝑗=1

∏ (1 − 𝑝𝑗)𝑘
𝑗=1

 

 

それゆえ、 (a,b)の負の二項分布から Uを取り出すことで、フル条件付きの[𝑁|. ]から乱数を生成を

する。そして、Nは u.＋Uから得られる。 

 

ギブズサンプリングは以下のように行う。 

Step1: 初期値のセットから始める。{𝑝𝑗
(0)

}を使って、U
(1)を負の二項分布（a,b）から生成する。 

a = u. +α𝑁、b =
1+β𝑁−𝜋0

𝜋0
である。 

Step2:つぎに、𝑝𝑗
(1)
をベータ分布(n𝑗 + 𝛼𝑝, 𝑁(1) − 𝑛𝑗 + 𝛽𝑝)から生成する。 

Step3:1と2を繰り返して、𝑁
(ℎ−1)

に条件依存的な𝑝
(ℎ)
と𝑝

(ℎ)
に条件依存的な𝑁

(ℎ)
を生成する。 

 

ギブズサンプリングを実施するためには、pと Nに関する事前情報を特徴づける、𝛼𝜌, 𝛽𝜌𝛼𝑁 , 𝛽𝑁に

ついて決定する必要がある。objective 分析では、𝛼𝜌 = 𝛽𝜌 = 1(一様事前分布)か、𝛼𝜌 = 𝛽𝜌 =

1/2(Jeffreys 事前分布)を設定することができる。 

 

Nに関する Jeffreys 事前分布では、すべてのパラメータが固定されている場合、[N] ∝ 1/Nで与え

られ、𝛼𝑁 = 𝛽𝑁 = 0になる。一方、Nに関する一様 事前分布は𝛼𝑁 = 1, 𝛽𝑁 = 0になる。どちらの

事前分布も非正則であるが、それらは正則な事後分布を導き、無情報事前分布としては、よい候

補である。正則な一定の一様分布を考慮することで、一様分布を使うことができる、その場合、

f(N)=1/vである（N=1,2,,,,v）。vについては、Nに比較して大きく、Nのフル条件付き分布は上に示

した二項分布に近似される。vを大きくするほど、近似できる。 

 

非正則：積分しても１にならない（第6章参照） 
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9.3.2 Example: Adult Female Meadow Voles 

Williams et al. (2002)は meadow voles(アメリカハタネズミ)を対象とした研究から分析方法を提示

している。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

結果（Fig. 9.3） 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

  

捕獲個体数 u. =52 

capture vector, n = (27,23,26,22,23) 

burn-in.= 1000  

Markov chain数=100,000 

2種類の初期値：𝑝𝑗
(0)

= 0.9, 𝑝𝑗
(0)

= 0.3 

事前分布：非正則 Jeffreys 分布 α𝑁 = β𝑁 = 0, pについては Be(0.5,0.5) 

 

http://www.google.co.jp/imgres?q=meadow+voles&hl=ja&biw=1292&bih=727&gbv=2&tbs=isch:1&tbnid=JDg5TIRUhBQcNM:&imgrefurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/view.html&imgurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/medium.jpg&zoom=1&w=486&h=480&iact=hc&vpx=858&vpy=370&dur=3978&hovh=223&hovw=226&tx=126&ty=148&ei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&oei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&esq=1&page=1&tbnh=141&tbnw=146&start=0&ndsp=24&ved=1t:429,r:16,s:0
http://www.google.co.jp/imgres?q=meadow+voles&hl=ja&biw=1292&bih=727&gbv=2&tbs=isch:1&tbnid=JDg5TIRUhBQcNM:&imgrefurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/view.html&imgurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/medium.jpg&zoom=1&w=486&h=480&iact=hc&vpx=858&vpy=370&dur=3978&hovh=223&hovw=226&tx=126&ty=148&ei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&oei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&esq=1&page=1&tbnh=141&tbnw=146&start=0&ndsp=24&ved=1t:429,r:16,s:0
http://www.google.co.jp/imgres?q=meadow+voles&hl=ja&biw=1292&bih=727&gbv=2&tbs=isch:1&tbnid=JDg5TIRUhBQcNM:&imgrefurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/view.html&imgurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/medium.jpg&zoom=1&w=486&h=480&iact=hc&vpx=858&vpy=370&dur=3978&hovh=223&hovw=226&tx=126&ty=148&ei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&oei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&esq=1&page=1&tbnh=141&tbnw=146&start=0&ndsp=24&ved=1t:429,r:16,s:0
http://www.google.co.jp/imgres?q=meadow+voles&hl=ja&biw=1292&bih=727&gbv=2&tbs=isch:1&tbnid=JDg5TIRUhBQcNM:&imgrefurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/view.html&imgurl=http://animaldiversity.ummz.umich.edu/site/resources/phil_myers/classic/microtus2.jpg/medium.jpg&zoom=1&w=486&h=480&iact=hc&vpx=858&vpy=370&dur=3978&hovh=223&hovw=226&tx=126&ty=148&ei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&oei=gGcITeKsL6TKcN_V4bIO&esq=1&page=1&tbnh=141&tbnw=146&start=0&ndsp=24&ved=1t:429,r:16,s:0


Bayesian inference, Chapter 9 (9.1-9.3) 担当：上野 

6 

 

Goodness of fit 

モデルの仮定に対する推定結果の感度を調べるためには、モデルが観測データにどれくらいあ

てはまっているか調べておくことが重要である。多数回サンプリングを仮定した場合、頻度主義者

が使うテストでは、モデルからの乖離度合に対して、漸近カイ二乗分布を用いる。 

𝑇 = ∑
(𝑥𝜔−�̂�𝜔 )

2

�̂�𝜔
𝜔∈Ω , 

 

ここでは、𝑥𝜔はωという捕獲履歴（e.g. 0,1のデータ{1,00,1,000,,0}）を持つ個体の総数、�̂�𝜔はモデ

ルからの期待値、Ωは捕獲履歴の総セットである（null historyは除く）。 

 

このテストの問題→�̂� から推定される𝑒𝜔は十分大きいことが想定されていること。 

解決→：事後分布予測アセスメント（Section5.6）を使うことである。このアプローチでは、期待値は

Markovチェインで生成された各パラメータセットごとに計算される。 

𝑇ℎ
𝑜𝑏𝑠 = ∑

(𝑥𝜔 − 𝑒𝜔
(ℎ)

)
2

𝑒𝜔
(ℎ)

𝜔∈Ω

 

 

𝑇ℎ
𝑟𝑒𝑝 = ∑

(𝑥ℎ𝑤
(𝑟𝑒𝑝)

− 𝑒𝜔
(ℎ)

)
2

𝑒𝜔
(ℎ)

𝜔∈Ω

 

 

このようにして、観察データは、モデルに基づいて作られたデータと比較することができる。 

posterior predictive goodness of fitアセスメントをするために、MCMCで作られた各 pに対して

繰りかえしデータを生成した。この例に関しては、モデルに対するデータのあてはまりは悪い（Fig. 

9.4）。 

 

 
 

 

 

 


